XVIII. Nemzetk6zi Magyar Matematika Verseny

Gyula, 2009. marcius 12-16.

9. osztaly

1. feladat: Oldjuk meg a természetes szamok halmazan az 1+1 1
X 'y 2009

egyenletet?
Kéantor Sandor (Debrecen)

Megoldés: Megoldasként nyilvan csak 2009-nél nagyobb egész szamok johetnek szoba. Az
egyenlet ekvivalens az (x — 2009)(y — 2009) = 2009° egyenlettel. Annyi megoldas van,
amennyi tényezéje van 20092 -nek, mert ezeket a tényezoket (x — 2009)-cel azonositva x-et
megkapjuk, és ehhez y egyértelmi. Mivel 2009 = 72-41, azaz 2009°=7*-412, ezért 20092
pozitiv osztéinak a szdma (4 + 1) (2 + 1) = 15.

Tehat az egyenlet keresett megoldasainak szama 15, amelyekhez az x értékét az elébbiek
szerint az

Xx—2009=17;7%;7°;7 ;41,417 ;7 - 41,77 - 41; 7% - AL, 7° - 41,7 - 413,77 - 417, 7% - 413, 74 - 412,
egyenldségekbdl ,az x-hez tartozd y part rendre az .

y—2009=7"-41%7°-41%77 - 41%,7-41%, 7% - 41, 7°-41;-7%-41;7-41;41% ;41,74 73,7% 71
osztoparok egyenlségeibdl kapjuk.

2. feladat:

B Az ABCD deltoidban az A és C csucsnal derékszog van, és a BD atlo 12
cm. Az abra szerint a deltoidba harom azonos oldalhosszusagu rombusz
irhatd. Mekkora a deltoid B és D csucsanal levé szoge és az AC atlo
hossza?

Katz Sandor (Bonyhad)
C A



Legyen DBA<=q.

Sorban a BEF, EFG, FGH, HAD egyenl6é szari haromszogekben a
szOogeket, ill. a BEF, BFG, BGH, BHA haromszdgekben a Kkuilsé

szOgeket kiszamolva a BDA <=5a értékig jutunk.

Innen o+ 5a = 90°, azaz a=15°.

Tudjuk, hogy a 15%o0s szoggel rendelkez6 (ABD) derékszbgi
haromszdgben az atfogdhoz tartoz6 magassag az atfogd negyede, ezért

A AC= 6 cm. A deltoid B és D csucsnal levé két szoge 30° és 150°.
D 5a

3. feladat: Adjuk meg az 0sszes olyan n természetes szamot, amelyre 28, o1l on
négyzetszam!

Eigel Erng (Gyula)

Megoldas: Mivel

21 4 28 = 2%(2° +1)= 487,
akkor 2"+ 487 =k (a keresett négyzetszam). igy 2" =(k —48)(k +48), tehat a k —48 és a
k+48 is 2-nek valamilyen egész Kkitevés hatvanya kell legyen, vagyis
k-48=2°,k+48=2". Egymasbol kivonva, (p<q)2°-2°=96=2°-3,  azaz
2° -(2‘*”) —1): 2°.3, wvagyis ha p=5, akkor 2%°=2% wvagyis q=7, tehat
2" =2P*9=2% = n=12. Tehat n=12 a keresett természetes szam.

4. feladat: Oldjuk meg az
X 2X 3X 2009x

+ + +...+ >1
X+1 (x+1)(2x+1) (x+1)(2x+1)3x+1) (x+1)(2x+1)..(2009x +1)
egyenlétlenséget a valds szamok halmazan!

Balazsi Borbala (Beregszasz)

Megoldas. Mivel
kx _ (kx +1)-1 B
(x+1)2x+1)..(kx+1)  (x+2)2x+1).(kx +1)
1
(x+1)2x+1).((k —1x+1)  (x+1)2x+1)..(kx+1)’

ezért az egyenlétlenség bal oldala:
X 2X 3X 2009x

x+1 (x+1)2x +1) ! (x +1)(2x +1)3x +1) e (x +1)(2x +1)..(2009x% +1)
1 1 1 1 1
— + - ot
x+1 x+1 (x+1)2x+1) (x+1)2x+1) (x+1)2x+1)3x+1)




1 1
’ (x+1)(2x+1).(2008x+1) (x+1)2x+1).(2009x+1) - (x+1)(2x+1)..(2009% +1)’
1

azaz az <0 egyenldtlenséget kell megoldani. A megoldas:
(x +1)(2x+1)...(2009x +1) W J J J

SR

5. feladat: HUsz személy mindegyike a huszbdl tiz masiknak kild levelet.
Van-e két olyan személy, akik kdzott volt levelvaltas?

Szabé Magdolna (Szabadka)

Megoldés: A csoportban van olyan személy, aki legaldbb 10 levelet kapott, mert ellenkez6
esetben legfeljebb 9 - 20 = 180 elkuldétt levél lenne, amely kevesebb 200-nal, az dsszes
elkildott levelek szamanal! Ez a személy levelet kildott a tobbi 19 személy kézul 10-nek. Ha
csak attol a 9-t6l kapott volna levelet, akinek 6 nem kildétt, akkor csak 9 levelet kapott volna,
pedig legalabb 10-et kapott, tehat kellett, hogy olyantol is kapjon, akinek 6 kiildott, azaz volt
levélvaltéas.

6. feladat: : Az ABCD téglalap DC oldala, mint atmér6 folé ( atmérére ) kort
rajzolunk. HGzzunk a kérhoz a téglalap A csucsabol az AD egyenesétél kilonbozo érintét, az
érintési pont legyen E. A téglalap BC oldalegyenesét az AE egyenes a G pontban, a DE
egyenes a H pontban metszi.

a.) Bizonyitsuk be, hogy az EGH haromszdg egyenlé szaru!

h.) Mekkora a téglalap oldalainak aranya, ha az EGH haromszdg szabalyos?

c.) Bizonyitsuk be, hogy ha az EGH haromszdg szabalyos, akkor a kor F kdzéppontja, az E
érintési pont és a téglalap B csucsa egy egyenesen van!

Nemecsko Istvan (Budapest)



Megoldas:

a0

a.) Legyen az EDF /=a. . Mivel a DFE haromszdg egyenlé szard, ezért DEF /=o.. gy
GEH £=90° -a és mivel DHC derékszdgti haromszég CHE ~£=90° -a. Tehat az EGH
haromszdg egyenlé szara.

Ha a téglalap b oldala kisebb vagy ugyanakkora, mint a/2, tehat a kdrvonal metszi vagy érinti
AB oldalt, akkor is teljesil az allitas. Részletezziik a metszés esetét; az allitds ugyanazokkal a
Iépésekkel leolvashatd az abrardl.

SN

507




b.)Eléga b >% esetet nézni, mert ellenkez6 esetben az EHGA derékszogi vagy

tompasz6gi, tehat nem lehet szabalyos.

\ |
.

ey
o

RS

Ha az EGH haromszdg szabalyos, akkor minden szdge 60°-o0s, tehat GHE =60° igy

HDF ~=30°. Ekkor az AED haromszdgnek is minden szoge 60°, tehat szabalyos hdromszog,
igy E pont rajta van a téglalap AB oldalaval parhuzamos szimmetriatengelyén. Legyen az
EGH szabalyos haromszog oldalainak hossza x. Az FEGC negysz6g deltoid, tehat GC=x, a
szimmetria miatt BH=x is teljesiil. gy a téglalap b oldala az EGH haromszdg oldalanak
haromszorosa (b=3x).

A DHC héaromszdg szogei 30°, 60° ill. 90°-osak, befogoi a és 2x. Tudjuk, hogy az ilyen

derékszogli haromszogek befogbinak aranya 3, tehat Zi =3 vagyis a keresett arany:
X

a_a2 25 2

c.) A BGE haromszog egyik szoge (EGH~) 60°-0s és a kdzrezart oldalak x és 2x, tehat ez egy
derékszogti haromszog. Vagyis BE meréleges az AG-re, de FE sugar és AG erinto, tehat
FE is meréleges AG-re. Ezzel belattuk, hogy F, E és B egy egyenesbe esik.
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Gyula, 2009. marcius 12-16.
10. osztaly

1. feladat: Egy haromsz0g belsejében felvett tetszéleges ponton &t a haromszdg
oldalaival parhuzamosan egyeneseket hizunk. Ezek az egyenesek a hdromszdg teriletét hat
részre osztjak. A keletkezett haromszdogek teriileteit jelOljik ti, t, és t3-mal és az eredeti
haromszdg teruletét pedig T-vel.

Bizonyitsuk be, hogy VT = \/E+ VA PR VA P

Olah Gyérgy (Koméarom)

Megoldas. Legegyszeriibben ugy jutunk célhoz, ha felhasznaljuk azt az ismert tételt, mely
szerint hasonld haromszdgek teriileteinek négyzetgydkei ugy aranylanak egymashoz, mint a
megfelelé oldalak. Jelolje a,a,,a, egy kiszemelt oldalbdl a megfelelé egyenesekkel

kimetszett szakaszok hosszat. Ekkor

\/E:\/f=a1:(a1+a2+a3)
Ji AT =2 (a+a, + )
\/E:\/?=a3:(a1+a2+a3)

W araca,
TV T ara,va,

NN N

Osszeadva:

ahonnan

2. feladat: Az f flggvény értelmezési tartomanya a 0-t6l kilonb6z6 valoés szamok

halmaza. Az értelmezési tartomany minden x elemére teljesul az f(x)+2f(£j:3x
X

Osszefugges. Mely x valds szdmokra all fenn az f(x)=f(-x) egyenl6ség?
Kantor Sandorné (Debrecen)

Megoldés: Helyettesitslink x helyére 1/x-et! EKkor f(1/x) = 3-1/x - 2f(x).
Visszahelyettesitve az eredeti egyenletbe:
f(x) + 2 (3/x - 2f(x)) = 3x,
amibél - 3f(x) + 6/x = 3x, azaz
2 2
F= 22X fex=X=2,




A X —2 egyenlet megoldasai x =+/2, amik valéban megoldasok, és ebben az
X X

esetben fennall az f(x) = f(-x) egyenldség.

3. feladat: Legyen p >3 egy adott primszam. Oldjuk meg az egész szamok halmazan

az
X2+ y? =Xy + xy? + p*®
egyenletet!
Bencze Mihaly (Brasso)
Megoldas:
X3 + y3 _ X2y W Xy2 — p2009 = (X_ y)Z(X+ y)= pzoog.

Ha x—y=+p*, akkor x+y = p®* % azaz

‘o p2009—2k + pk ‘o p2009—2k _ pk

o5« vagy w2 . ke{ox...2009}.
R _Pp +p
y= > y= 5

2009-2k

X,y egész, mivel p , p* paratlan, igy 2/ p®®-% + p*.
4. feladat. Oldjuk meg a pozitiv valés szamok halmazan a kovetkez6
egyenletrendszert!

X+y+2=9
1 1 1 9

—_ = =

x Yy+1 z+3 13

Kovécs Béla (Szatmarnémeti)
Megoldas:

Az elsé egyenlet: x +y + 1 + z + 3 = 13 alakban irhato.
A Kkét egyenletet 6sszeszorozva, a szdmtani €s harmonikus kdzéparanyosok kozotti
egyenlétlenség alapjan:

9=(x+y+1+z+3) (%+ﬁ_+%} >9.

Egyenl6ség csak egyenl6 szamok eseten lehet.
Kovetkezik: x=y+1=z+3 = %
Megoldas: (% , % , gj ami az egyetlen pozitiv megoldas.

5. feladat. Jeldlje H az ABC haromszdg magassagpontjat, O pedig a koré irt korének
kdzéppontjat. Az A csucsbdl a BC egyenesre bocsajtott meréleges talppontja rajta van az AC

. . . . CH _,
oldal felezé6 merélegesen. Hatarozzuk meg a BO aranyt!

R. Sipos Elvira (Zenta)



Megoldas:

1. eset: Tegyuk fel, hogy 7 <90°. Legyen A’ az A csucs merdleges vetllete a BC oldalra, B,
az AC oldal felezépontja, C; pedig az AB oldal felezépontja. A feladat feltételei alapjan AA’C
haromszog derékszogt, mikdzben A’ illeszkedik az AC szakasz szimmetriatengelyére, vagyis
egyenldészart is egyben. Tehat BCA/=45°. Ezért a neki megfelel6 kozépponti szig
BOA£=90°.

Az AOB haromszdg derékszogii és egyenl6 szard (AO=BO=R: a korulirt kér sugara), vagyis
BOC;~/=45°, azaz C,0 és BO az egyenl6 szaru derékszogti haromszdg befogdja és atfogdja,
azaz +/2CO, = OB.

2. eset: Ha y >90°, akkor hasonléan az el6z6khéz y =135, igy is BOAZ =90", tehat

BOC,£ = 45", igy BO =+/2-0C, fennall akkor is.

Ha O-bol a CB oldalra merdlegest bocsajtunk és a talppontjat C,-vel jeldljik, akkor a
Ci0Cy¢ hasonld az HCAf-héz, a hasonlésagi ardny 1:2, fgy CH=20C;, vagyis
CH CO 1
b Wi\, . Y Y
BO BO ~ 2

Megjegyzés: Ha y =90°, akkor A’=C, igy az AC szimmetriatengelyén nem lehet rajta A’!

6. feladat. Legalabb hany szamot kell kihiznunk az 1, 2, 3, ... , 2009 szamok kozil
ahhoz, hogy a megmaradd szamok egyike se legyen két masik, téle kilénb6z6 megmaradd
Szam szorzata?

Katz Sandor (Bonyhad)
Megoldas:

.. A2, 3, ..., 44 szamokat elegend6 kihazni.



45 -46=2070, ezért a megmaraddk szorzata nem lehet a megmaradok kozott.

I1.: 43-nél kevesebb szdm nem elég.
Képezzilk a kdvetkezé 43 szamharmast:

(2,87,2-87), (3, 86, 3-86), ..., (44, 45, 44 - 45),

ahol 45, 46,...,87 a legkisebb 43 db egytdl kiilénb6zé megmaradd szam.
Ezek mind kulonb6zé szamok, mert az elsé és masodik elemek ndvekvo, ill, csokkend
sorozatot alkotnak. A harmadik elemek is ndvekvé sorozatot adnak, mert 44<45 és ha x<y
akkor

(x-1)(y+1) <xy

Xy-y+x-1< xy

x<y+1l

valdban igaz.

Ha csak 43-nél kevesebbet huzok ki, akkor valamelyik harmas egyutt a megmaradok kozt
lesz, tehat lesz olyan 2 szam, melyek szorzata is a megmaradok kozt lesz.

Tehat legalabb 43 szamot ki kell huzni.

Megjegyzés: 1,2,...,43 szamokat kihuzva a 44 - 45=1980 miatt 44, 45, 1980 is a megmaradok
kozt lenne.
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11. osztaly

1. feladat: Allitsuk 6t parba az 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 szamokat ugy, hogy a
parokban 1évé szdmok kilonbségeinek abszollt értékei rendre 1, 2, 3, 4, 5-t adjanak!

Megteheté-e ez a parositas (természetesen hat parba), haaz 1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8, 9, 10,
11, 12 szamokkal dolgozunk, ugy hogy ezek a kulonbségek 1, 2, 3, 4, 5, 6 legyenek?
Indokoljuk a valaszt!

Hajnal Péter (Szeged)

Megoldas: Az elsé esetben a kért parositas lehetséges. ime egy megoldas:
(2-1);(9-7);(6-3);(8-4);(10-5)

A masodik esetben ugy kell kialakitanunk a parokat, hogy a parokban szereplé szamok
kilénbségeinek abszolut értékei rendre 1,2,3,4,5,6 legyenek.
Legyen X, a k-dik parban szerepl6 ket szam kozul a kisebb, igy a masik szam x, +k lesz,

ahol k € {1,2;3,4;5;6}. A kapott parokban szereplé szamokat dsszeadva
(2x, +1),(2x, +2),(2%5 +3), (2%, +4),(2x5 +5), (2%, + 6) szamokat kapunk, melyeknek

6
0sszege éppen 1+2+3+...+12 kell legyen. Ha X-el jeloljuk a 3’ x, 0sszeget, akkor
k=1

6 6 6 6-7 .
(2%, +k)=23%, + Y k=2X +——, innen
k=1 k=1 k=1 2

oy, 67 _12:13
2 2

A kapott egyenletnek nincs megoldasa a természetes szamok halmazan, tehat a masodik
esetben a kért parositas nem lehetséges.

2X +21=78 = 2X =57

2. feladat: Létezik-e két olyan egymastdl kilonb6zo, pozitiv raciondlis szam,
amelyeknek szamtani, mertani és harmonikus kozepe egy derékszogii haromszog
oldalhosszai?

Olosz Ferenc (Szatmarnémeti)

Megoldas: Legyen a,beQ Ggy, hogy a>b>0. Az aTer >+Jab > :at:) egyenlétlenségek
+

alapjan az atfogd hossza csak aTer lehet.

2 2
Felirjuk a Pitagorasz tételt (a_+b} :(@)2 +(LabJ ’
2 a+b

majd a k6z6s nevezore hozas utan, egyenértékii atalakitasokkal rendre kapjuk, hogy
(a+b)4 =4ab(a+ b)2 +16a°b?



(a+b) 2[(a+b 4ab} =16a%b?
(a+b)’(a-b)’ =16a%*
( 2)2 6a2b?
ahonnan kovetkezik, hogy a*—b® =4ab (mivel a>b).
Atrendezve az a’ —4ab—b* =0 egyenlethez jutunk, melyet végigosztunk b?-el (mert b = 0).

2

Az [%) — 4(%) —1=0 egyenletet megoldva kapjuk hogy % =2+45
Az a>b >0 feltétel alapjan csak az % = 2+ /5 lehetséges.

a . a
Az -2= V5 ¢ Q ellentmond annak a feltételnek, hogy a,beQ, azaz - -2€Q.
Tehat nem létezik a feltételeknek megfelel6 két killénbdz6 pozitiv racionélis szam.

3. feladat: Egy osztdly minden tanul6ja vagy Uszik, vagy kosarazik, esetleg

mindkettét csinalja.
Lehetséges-e, hogy az osztalyban tobb a lany, mint a fid a kdvetkez6 esetekben:

a) haaz Uszoknak és a kosarasoknak is 60 %-a fil?

b) ha az Uszoknak 60 %-a és a kosarasoknak 75 %-a fiu ?

Katz Sandor (Bonyhad)

Megoldas: Az a kérdés, hogy lehetséges-e, hogy d +e+ f >a+b+c.

Uszik  Kosarazik a) )
A a+b=06(a+b+d+e) és c+b=06(c+b+f+e)
A/ o\ 0,4a+04b=06d +0,6e é  04c+04b=06f +0,6e
d+e=ga+zb (1) és f+e=gc+zb (2
d e f 3 3 3 3
Lanyo
. . 2 4 2
Az (1) és (2) alapjan: d +2e+ f :§a+§b+§c.
Innen
d+e+f=ga+£b+gc—e:a+b+c—la+1b—lc—e
3 3 3 3 Y \B
(d+e+f)—(a+b+c)=—1a+lb—1c—e
3 3 3

A kért egyenlétlenség akkor teljestl, ha —%a+%b —%c —-e>0,azaz b>a+c-3e.

Tehat ugy lehet a teljes 1étszdm nagyobb része lany, hogy a fiuk (mindegyike vagy nagy
része) mindkét sportot Gizik, a lanyok meg csak az egyiket.

Hapl. a=c=e=0, akkor 2b =3d =3f . Igy, hogy ,,0sztadlynyian” legyenek b =15 és

d =f =10. (De nem sziikseges, hogy a=c=e=0 legyen,pl. a=c=2, e=1,b=10 és
d = f =7 esetén még mindig tobb a lany (15), mint a fit (14) az osztalyban).
Osszefoglalva, tehat ennél az aranynal lehetséges, hogy tobb a lany, mint a fid.



b)

a+b=06(a+b+d+e) és c+b=0,75(c+b+ f +¢)

0,4a+0,4b = 0,6d +0,6e és  0,25¢+0,25h =0,75f +0,75€

dre=2a+2p @) 6  fie——c+ip ()
33 33

Az (3) és (4) alapjan: d +2e + f :§a+b+%c.
Innen

d+e+f :Ea+b+1c—e=a+b+c—1a—gc—e
3 3 3 3

(d +e+ f)—(a+b+c)=—%a—§c—e

A kért egyenlétlenség akkor teljestl, ha —%a —%c —e>0,azaz 0>a+2c+3e, ami nyilvan

nem lehetséges.
Osszefoglalva, tehat ennél az aranynal mar nem lehetséges, hogy tobb a lany, mint a fia.

4. feladat: Legyen ABCD egy olyan téglalap, amelybe szabalyos haromszég irhato
ugy, hogy a haromszdg egyik csicsa az A pont, a masik ketté pedig a téglalap egy-egy olyan
oldalan fekszik, amelyen az A pont nincs rajta. Bizonyitsuk be, hogy ekkor a téglalapbdl a
szabalyos haromszdg altal lemetszett haromszdgek egyikének a teriilete a két masik lemetszett
haromszog tertletének dsszegével egyenld!

Pintér Ferenc (Nagykanizsa)

l. Megoldas: Legyen AB =a és BC =b, az M pont pedig az AFE szabalyos haromszdg AF
oldalanak felezépontja.

A K D

Mivel ABEZ =90" = AME/, ezért a B és M pontok rajta vannak az AE szakasz Thalész-
korén. De MAEZ =60°, ezert a kerlileti szogek tétele miattaz EBM/ =60°.

Mivel ECFZ =90" = FMEZ, ezért a C és M pontok rajta vannak az FE szakasz Thalész-
korén. De MFEZ =60°, ezért a kertileti szogek tétele miatt az ECM/ =60°.

Az EBM/ =60° = ECM./, tehat a BMC haromszdg szabalyos.
Ez azt jelenti, hogy az M pont a BC oldaltol # mig az AD oldaltdl a—# tvolsagra

b3
2

van. Az AFD haromszdgben MK kdzépvonal, igy DF = Z(a ——j =2a-b/3.



Hasonl6 gondolatmenettel vagy az ABE és az AFD haromszdgekben felirt Pitagorasz tétel
segitségével belathatd, hogy BE = 2b—a+/3.

Kovetkezésképpen:
2
Theea = %a(Zb - a\/g): ab - ° 2\/§
2
Thora = %b(Za - b\/§): ab— d 2\/§

1 a’y3 b’y3
TECFA:E( 3_bxb\/§_a):23b_ 2 _T:TABEA+TADFA7

amit igazolni kellett.

I1. Megoldas. Legyen BAEZ =« . Felhaszndlva, hogy az AFE szabalyos haromszog
(AE = EF = AF = x) kovetkezik, hogy FAD/ =30° —«, illetve CEF£ =30+« .
B E C

A D
Az ABE derékszogli haromszogben  AB =xcos(a) és BE =xsin(a), tehat
0. - % X sin(cr) cos(ar) = %xz sin(2a) (ahol felhasznaltuk, hogy sin(a) cos(cr) = @)

Az ADF derékszogii haromszdégben AD = xcos(30° —«) €és FD =xsin(30° —a), tehat
TR, =%x2 sin(30° —a)cos(30° = a) :%x2 sin(60° = 2a) .

Az ECF derékszogii haromszdgben CE =xcos(30° +«) és FC =xsin(30° +a), tehat

Teces = % x*sin(30° + o) cos(30° + ) = % x*sin(60° + 2a).
Felhasznalva, hogy sin(p+q) —sin(p —q) = 2cos(p)sin(q) , kovetkezik, hogy

oo ~Tooey = %xz sin(60° +2a) —%xz sin(60° - 24 =%x2[sin(60° +2a) —in(60° — 2az)] =

= % x*2¢c0s(60°)sin(2¢) = % x? Z%Sin(Za) = % x?sin(2a) = Tges

azaz Tecr, = Tagea + T anea » @Mit igazolni kellett.



5. feladat: Bizonyitsuk be, hogy a 3 +3"alakban felirt négyzetszamokbol végtelen
sok van, ahol k és n kiilonb6z6 pozitiv egész szamok! Mi a helyzet, ha a 3 helyetta 4, az 5, a
6 és a 7 szamokat irjuk?

Kéantor Sandor (Debrecen)

Megoldas: Azt kell megvizsgalnunk, hogy az a™ +a*(ahol m=k és a,m,k € N*) alaki

szamok a kért esetekben mikor lesznek négyzetszamok. Ha ugyanis egy a™ +a* alaki szam
négyzetszam, akkor végtelen sok ilyen alak( négyzetszam van, mert minden n pozitiv egész

, , 2
szam esetén ™" +a"?" —a".a%" +a* .2’ =a’(a" +a")=(a" f(a" +a*).

Az a =3 eset
Mivel 3° +3% =27 +9 =36 =62, ezért végtelen sok 3™ +3* alaki négyzetszam van.

Az a=4 eset
Az  altaldnossdg  lesziikitese  nélkul  feltételezhetjik, hogy @ m>k.  Ekkor

4™ 4 4* :4k(4m’k +1): (2")2 (4’“"‘ +1), azaz azt kell megvizsgalnunk, mikor lesz a 4™ +1
teljes négyzet. Ha 4™ +1=c¢?, akkor ¢? —4™* =c? —(2™* ] = (c—2™* Jc+2™* )=1.

Felhasznélva, hogy a ¢ és a 2™* egész szamok, innen a 2™* =0 kovetkezne, ami nem
lehetséges. Tehat a 4 két kilonbdz6 pozitiv egész Kitevés hatvanyanak dsszege nem lehet
négyzetszam.

Az a =5 eset

Az 5" szam minden n >1 esetben 25-re végzédik, mig 5' =5. Ezek alapjan az 5™ +5° szam
vagy 30-ra vagy 50-re vegzédik. Viszont ha egy négyzetszam 10-el oszthatd, akkor 100-al is
oszthato, igy nem végzédhet sem 30-ra, sem 50-re. Tehat az 5 két killonb6z6 pozitiv egész
kitevés hatvanyanak dsszege nem lehet négyzetszam.

Az a =6 eset

A 6-nak barmely pozitiv egész hatvanya 6-ra végzodik. igy a 6™ + 6% szam utolso szamjegye
2 lesz, de négyzetszam 2-re nem végzédhet. Tehat a 6 két kiilonbdzé pozitiv egész kitevos
hatvanyanak 0sszege nem lehet négyzetszam.

Az a=7 eset
A 7-nek 3-al val6 osztasi maradéka 1, ezért a 7 minden pozitiv egész kitevés hatvanyanak a

3-mal val6 osztasi maradéka szintén 1 (hiszen a 7" :(2-3+1)n =3M +1 alaki lesz). igy a
7™ + 7% szam 3-al osztva 2-t ad maradékul.

Ha c egy természetes szam és 3-nak tobbszordse, akkor c® is 3 tobbszorose lesz, mig ha
c=3n+1 alakl, akkor a négyzetének 3-al valo osztasi maradéka 1 lesz. Osszegezve, egy
négyzetszam harommal osztva csak 0 vagy 1 maradékot adhat.

Tehat a 7 két kiilonbdz6 pozitiv egész kitevos hatvanyanak 6sszege nem lehet négyzetszam.



6. feladat: Adott haromszogbe szerkesztettiink két egybevagd, koézds belsé pont
nélkali, maximalis sugaru kort. Mekkora ez a sugar? Hogyan torténhet a szerkesztés?

Bogdan Zoltan (Cegled)

Megoldas: Legyen ABC az adott hdromsz6g, melynek oldalai a, b, c. Nyilvan mindkét kor
érinti peldaul az a oldalt és az egyik a b-t, a mésik a c-t, valamint egymast is érintik. Az egyik
kor kbzéppontja a B csucsbdl, a masiké a C cstcsbol kiindulo belsé szogfelezén lesz. A kdrok
kdzéppontjai legyenek E és F, mig a szogfelezok metszéspontja (a haromszogbe irhatd kor
kdzéppontja) pedig O.

A

C M D N B

Legyen a haromszdgbe irhat6 kor sugara r, a keresett sugar pedig x. Ekkor az EM = FN = x,
illetve az EMNZ =FNM/ =90" 0&sszefliggések alapjan kovetkezik, hogy az EFNM
négyszog egy téglalap. Mivel EF|BC, konnyen belathaté a BCO és FEO haromszogek

hasonlosaga. Figyelembe véve, hogy OD =r, a két haromsz6g hasonlosagabdl felirhato,

r-x 2x
hogy —— =—, ahonnanaz x = lesz.
r a

a+2r

Ha x kifejezésében a-val egyszerisitink, azaz x:7 lesz, akkor az latszik, hogy a
1+—
a

nevezo akkor a legkisebb, ha a mindkét kort érinté a oldal a harom oldal kéz(l a legnagyobb.
Ekkor lesz az x sugar az adott haromszdgben maximalis.

Az x egy lehetséges megszerkesztése:

- adott a, b, ¢ hosszusagu szakaszokkal megszerkesztjiik az ABC haromszdget

- megszerkesztjuk a haromszdg két belsé szogfelezéjét, igy azok metszéspontjabol
megkapjuk a haromszogbe irhatd kor kdzéppontjat, illetve sugarat

- egy szog egyik szarara felmérjiik az a + 2r és az a hosszusagu szakaszokat, a masik
szarara pedig egy r hosszusagut, majd parhuzamos szelék segitségevel megkapjuk az
x hosszUsagu szakaszt

- a BC-vel parhuzamost hdzunk x tavolsagra, a parhuzamos és a bels6é szogfelezok
metszéspontjai megadjak a keresett kdzéppontokat.



XVIII. Nemzetk6zi Magyar Matematika Verseny

Gyula, 2009. marcius 12-16.
12. osztaly

1. feladat: lgazoljuk, hogy tetszéleges x valds szamra teljesiilnek a kovetkezo
egyenlétlenségek!

—%SSinx+cosx+sin2x£1+\/§.

Kovéacs Béla (Szatmarnémeti)

Megoldas: Legyen T =sinx+ cos X +sin 2x. Ekkor

V2

T =sinX+CcosXx+sin2x = ﬁ(7sin x+gcosx}+sin 2X = \/Esin(x +%j+sin 2X.

Ebbdl az alakbol nyilvanvald, hogy T < V2 +1.
T= \/Esin(x +%) +sin2x = ﬁcos(% — xj + cos(% — ZXJ =

:\/Ecos(%—xjﬂzosz(%—xj \/_cos(z—xj+2cos (Z—xj—lz

4

Aol L

Ebbdél az alakbol nyilvanvald, hogy T > -5/4.

Megjegyzés: Az also becslést a T = (sin x +cosx)’ + (sin x + cosx)—1 alakbdl is kihozhatjuk,

2
ugyanis sinx+cosx =a jeloléssel T=a’+a—1,ami T = [a+%) —% alakra hozhato.

2. feladat: 2009 szdmjegyei harom ,koz”-t hatdroznak meg: 2 0 0 9.
A szdmon a koOvetkez6 A4talakitast végezzik: kivalasztunk egy tetszéleges 10-es
szamrendszerbeli szdmjegyet, az els6 kozbe beirjuk, a masodik kozbe kétszer irjuk be, a
harmadik kozbe haromszor. Igy egy kovetkez6é szamhoz jutunk. Ez persze hosszabb és igy
szamjegyei tébb kozt hataroznak meg. Ujbdl elvégezziik a fenti atalakitast: Gjbol valasztunk
egy szamjegyet és a kdzokbe ezt irjuk (az i-edik kozbe i darabot). Ezt az eljarast folytatjuk.
Igazoljuk, hogy eljarasunk soran soha sem kaphatunk 3-mal oszthaté szamot.

Bird Balint (Eger)

Megoldas: Ha egy 3/+1 jegyt szamon végezzik el az atalakitast, akkor 3/ kozbe irunk
szamjegyeket, 0sszesen 1+2+3+...+ 3/ darabot. A beirt szdmjegyek szama 3-mal oszthato,
hiszen az ezt a szdmot megadd 06sszeg ¢ darab harom tagu 0sszeg 06sszege
((1+2+43)+(4+5+6)+...+(3 ¢ -2+3 ¢ -1+3¢)), amelyben minden tag harom szomszédos egész
0sszege, azaz harommal oszthatd. (Természetesen a beirt szamjegyek szdma a szamtani



sorozat 0sszegzési keplete alapjan (3/+1)3//2, amibdl szintén kénnyen lathaté a harommal
val6 oszthat6sag.) Igy az Uj szam szamjegyeinek szama is 1 maradékot ad harommal osztva.
S6t, ha a szamjegyek Osszegét nézzik, akkor az (j szam a régi szamjegyeinek 6sszegéhez
képest harommal oszthatd szammal novekszik (az Uj szamjegyek ugyanazok). igy az (j szam
ugyanazt adja maradékul harommal osztva, mint amibél képeztik.

A kiindul6 szam négyjegyi (4=3-1+1). igy a szamjegyek szama végig 3/ +1 alaku
szam lesz. A kiinduld szam 3s+2 alaku. Igy az atalakitasok soran végig olyan szamot kapunk,
ami harommal osztva 2-t ad maradékul.

3. feladat: Jeldlje AC és BD az egység sugart kor két meréleges atmérsjét. Az AB,

BC, CD és DA negyedkoriveken felvesszilkk a P, Q, R és T pontokat ugy, hogy APBQCRDT

egy konvex nyolcszég lesz. Hogyan valasszuk meg a P, Q, R, T pontokat ahhoz, hogy a
kialakitott nyolcsz6g oldalainak négyzetdsszege minimalis legyen?

Bird Balint (Eger)

I. Megoldas:

Y

Elég k egy (X és Y pontok altal kdzrefogott) negyedkor ivében megkeresni azokat a Z
pontokat, amelyek az XZ*+ZY? kifejezést minimalizaljak. Ezen feladat megoldasat az AB, BC,
CD és DA negyedkdrivekre alkalmazva meg tudjuk valaszolni a feladat kérdesét is.

Jeloljuk ¢ -vel a ZOXZ-t. Legyen Z vetiulete OX-re Z' QY -ra Z'". EKkor
Z'0=77"=cosp és Z"O=1ZZ'=singp. Igy adodik, hogy XZ'=1-cosep és
YZ"=1-sinp. Az XZ°+ZY?* négyzet 6sszeg két Pitagorasz-tétel Gsszegeként adddik:

(1—cosg)’ +sin® ¢ +cos® ¢ +(1—sing)* =
=1-2c0s¢ +C0S* @ +5sin* @ +cos” p +1—2sinp +sin’ ¢ =
=4-2(sing +cose).

Feladatunk sing + cos¢ maximalizalasa, ahol ¢ € (O,7r/2). Ez a kifejezés akkor lesz
maximalis, ha négyzete maximalis, ami sin® @ + 2sin@cosg + cos® ¢ =1+sin2¢p . Ez akkor
lesz maximalis, ha sin2¢p =1, azaz ¢ = /4, azaz Z az XY iv felezépontja.

A negyedkdrre vonatkozo optimalizalasi kérdésre adott valaszbol kdvetkezik, hogy a
négy ismeretlen csucs valasztasa akkor lesz optimalis, ha szabalyos nyolcszdget alakitanak Ki
(mindegyikuk a megfelel6 negyedkériv felezépontja).



Megjegyzés: Hasonloan jarhatunk el Ugy is, hogy az OXZ és az OYZ haromszdgekben
alkalmazzuk a koszinusz tételt (a megfelel6 szégek ¢, ill. 90° —¢). Ekkor szintén azonnal

adodik, hogy a sin ¢ + cose mennyiség maximumat kell meghatérozni, ha ¢ e (0;%] :

1. Megoldas: jeldléseink az &brén lathatok. (Itt az egyes negyedkorokon felvett pontokat Py,
P,, P3 és P, jE|O|I)

Mivel OA =0C =R =1, ezert a Pitagorasz-tetel miatt AC = V2.

A P, -et nem tartalmazé AC ivhez 270°-o0s kdzépponti szdg tartozik, a kerileti és kozépponti
szogek Osszefliggése miatt ezért AP,C£ =135°. Ugyancsak a kertileti és kdzépponti szogek
Osszefuggésébdl adodik, hogy ha PCAZ=¢, akkor P,OAZ =2¢, ahogy azt az &bran is
jeloltik.

Felirhatjuk az AP,C haromszogre a koszinusztételt:

(1) x> +y* —2xy-cos135°= AC”.

Tudjuk, hogy AC =+/2 és c0s135° = —g, ezért (1)-bol kovetkezik, hogy

(2) x2+y2+2-xy=2.

A (2) 6sszefiiggéshsl lathatd, hogy az x> és y? szamok mindegyike kisebb 2-nél, erre az
eredményre a megoldas soran késébb lesz szlikségunk.

Az OAP, haromszogre felirt koszinusztétel miatt x*> = 2—2-cos2¢, amelybél



(3) C0S2¢ = 2=

Egy trigonometriai azonossag szerint cos2¢ =2-cos’ ¢ —1, azaz (3)-b6l a miiveletek

elvégzése utan

4-x?

(4) cos’ ¢ =

Az AP,C haromszogre ismét felirjuk a koszinusztételt, de most masik oldalra.
2+y>—x?

STV T2 ebbsl  pedi
2y 73 pedig

Eszerint x?=y2+2-2-y-4/2:cosp, ebb8l cose =

négyzetreemeléssel, egyszerisités utan:
Xty —ax® + 4y’ - 2x7y? 4+ 4

5 cos’ ¢ =
®) ¢ 8y
_x2 4 4 _ fy? 2 9y2,,2
A (4) és (5) egyenléségebsl 4" _ Xy —Ax ;4}’ 2XY°+4 Cletve a miveletek
y

/ 7 P / P 2\2 2 \2 -
elvégzese és rendezés utan (2—x ) +(2—y ) =4, amelybél
d [T T

kovetkezik.
Mivel a fentiek szerint az x> és y? szamok mindegyike kisebb 2-nél, ezért a (6) osszefiiggés

bal oldalan éppen a 2 — x* és 2 — y? pozitiv szdmok négyzetes kozepe all.
Errél tudjuk, hogy nagyobb, vagy egyenlé a kérdéses szamok szamtani kdzepénél, vagyis

_(y2 2
V2 > %ﬂ/) amelybol

(7) X2 +y2>4-2-4/2.

A (7) eredmény azt jelenti, hogy az AP,CP,BP,DP, nyolcszég P, A és P,C oldalai
négyzetosszegenek minimalis értéke 4 —2- V2 , ezt a minimumot a P, A’ + P,C? 6sszeg akkor
éri el, ha a négyzetes és a szamtani kozép tagjai egyenlok, azaz, ha 2 —x* =2 —y?, vagyis, ha
PA =x=y=PC,.

Ekkor P, éppen az AC negyedkariv felezépontja.

Hasonloképpen lathato be, hogy a P,C*+P,B’, P,B’+P,D* és P,D*+P,A* 0sszegek
mindegyikének minimalis értéke is 4-2:2 ez pedig azt jelenti, hogy az AP,CP,BP,DP,
nyolcszog oldalai négyzetosszegének minimalis értéke 16—8-+/2 , ez akkor valésul meg, ha a
P,;P,; P, és P, pontok a megfelelé negyedkorivek felezépontjai.

4. feladat: Az a;, a,, as, as..., a1, a102 az 1, 2, 3, 4,..., 101, 102 szdmok egy
tetszéleges sorbadllitdsa. Igazoljuk, hogy az a;+1, a,+2, as+3, as+4,..., a;01+101, a;p,+102
szamok kozt lesz két olyan, amelyek 102-vel osztva azonos maradékot adnak!

Balazsi Borbala (Beregszasz)



Megoldas: Tegyiik fel, hogy ai, ay,..., aip; ellenpélda az allitasra. 102-vel osztva egy egész
szamot 102-féle maradékot kaphatunk. Ha a 102 darab aj+i szamunk kozt nincs kettd
ugyanazzal a maradékkal, akkor az csak Ugy lehet, hogy mindegyik maradék pontosan
egyszer fordul elé. Tehat az aj+i szamaink 6sszege ugyanazt adja maradékul 102-vel osztva,
mint 0+1+2+3+...+101=51-101. Szdmaink 6sszege

(&, +1)+(a, +2)+...+(a,, +102)=(a, +a, +...+ ay, )+ (1 +2+...+102) =

=2(1+2+...+102)=102-103,

hiszen az a-k is 1-t6l 102-ig az egészek, csak esetleg mas sorrendben. Tehat szamaink
0sszege oszthatd 102-vel, mig 0+1+2+...+101 nem. Ez ellentmondas, ami az allitast igazolja.

5. feladat: Egy ABCD négyzet alaku papir A cstcsat a BC oldal egy X belsé pontjdhoz
mozgatjuk és a papirlapot behajtjuk. A behajtott AD oldal az abran lathaté médon a C
csucsnél levag egy XEC haromszoget. Hogyan valasszuk meg az X pontot ahhoz, hogy a
levagott haromszog beirt korének sugara a lehet6 legnagyobb legyen?

S

D C
X
A M B

Egyed LaszI6 (Baja)

Megoldas: Az A csucs az X pontba kertil. A hajtas egyenese az AX szakasz felezé merélegese.
Err6l kdnnyi 1atni, hogy az AB es DC oldalakat metszi. A metszéspontok legyenek rendre M
és N. Legyen XAB/=« .

Az AMX haromsz0g egyenldszar, alapon fekvé szogei a nagysagiak. Az XMBZ/ a
haromszdg egyik kiilsé szdge, nagysaga 2a . Az EXC/ és az XMB £ meréleges szaru szgek,
igy EXCZ=XMB /=2 «x . Legyen O az EXC haromszdg beirt korének kézéppontja. A CX oldal
a beirt kort érintse az O' pontban. Ekkor az XOO' haromszdg egy derékszogi haromszdg és
X-nél 1évé szoge EXCZ/2=c . Igy hasonl6 az ABX haromszoghoz.

Legyen 1 a kiinduld négyzet oldala és az XB hosszat jeldljuk x-szel. igy az ABX
haromszog két befogdja 1 és x. Ha az EXC haromszdg beirt kdrének sugara r, akkor az OXO'
haromszdg befogdi 1-x-r és r. A hasonlosag miatt x:1=r:1-x-r. Ebbd6l r kifejezheto:

r_x—xz_(2+x—x2)—2 L—S—(

= =2—-X-
1+ X 1+ X 1+ X

1+ X+LJ.
1+ X



Ez a sugér akkor lesz a legnagyobb, amikor a 3-bdl levont kifejezés a legkisebb. Ez a
kifejezés egy 0sszeg, amely tagjainak szorzata allandd. A szdmtani és mertani kdzép kozatti
egyenlétlenséghbél és abban az egyenléség esetének analizisébol kovetkezik, hogy a levont

kifejezés pontosan akkor a legkisebb, amikor 1+ x = % ,azaz 1+ X =+/2, x=—1++/2.
+ X

6. feladat: Egy n elemi halmaz harom elemi részhalmazaibodl kivalasztunk néhanyat
ugy, hogy semelyik harom ne tartalmazzon egynél tébb koz0s elemet. Igazoljuk, hogy a

M -at!

kivalasztott harmasok szama nem haladhatja meg L

Roka Sandor (Nyiregyhaza)

Megoldas: Alaphalmazunk ©6sszes kételemii részhalmazéara irjuk fel a Kkivalasztott
elemharmasok koziil azokat, amelyek a két elemii halmazt tartalmazzak.
Feltételeink szerint egy kételemti halmaz esetén se irhattunk fel harom vagy tébb

n
kivalasztott elem-harmast, azaz az (2] elempéar mindegyike legfeljebb 2 elem-harmast ad a

n
2
Masrészt minden kivalasztott harom-elemt részhalmaz haromszor szerepel a listan, a
harom két elemii részhalmaza miatt.
A kétféle gondolatmenet Osszevetésébol kapjuk, hogy a kivalasztott részhalmazok
szama legfeljebb

listara. Igy listank legfeljebb ( ]-2 hosszu lesz.




